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Аннотация. В статье рассмотрено полиспектральное преобразование, в частно-
сти биспектр, а также адаптивная фильтрация сигналов и использование биспек-
тров в данной области. Разработана модель адаптивного компенсатора в биспек-
тральной области с последующим исследованием влияния некоррелированных 
гауссовых помех в каналах.
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Abstract. The polyspectral estimation, in particular, the bispectrum, is considered. 
Adaptive filtering of signals and the use of bispectra in this area are also considered. The 
model of the adaptive compensator in the bispectral range was developed with subse-
quent investigation of the eﬀect of uncorrelated Gaussian noise in the channels. As a re-
sult, it was found that in the presence of uncorrelated Gaussian noise in the channels of 
the adaptive compensator, the system using the bispectral processing shows better results 
than the compensator in the spectral region without using a bispectrum. The diﬀerence is 
about 14 dB. It was also noted that for the compensator with the bispectral processing the 
third-order cumulant of the signal should be non-zero.
Keywords. Polyspectral analysis, bispectral analysis, adaptive filtering, power spec-
tral density, high-order spectra.
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Введение
Одним из фундаментальных средств цифровой обработки сигна-
лов является оценивание спектральной плотности мощности, или 
просто спектра мощности, дискретных детерминированных и стоха-
стических процессов [1, 2].
При оценивании спектра мощности рассматриваемый процесс счи-
тается результатом наложения статистически некоррелированных гар-
монических составляющих, оценка распределения мощности произ-
водится среди этих частотных составляющих. При этом исследуются 
только линейные механизмы, определяющие ход процесса, посколь-
ку фазовые соотношения между частотными составляющими исклю-
чаются. Содержащаяся в спектре мощности информация по суще-
ству совпадает с информацией, имеющейся в автокорреляционной 
последовательности. Однако на практике для получения в ряде слу-
чаев информации, касающейся отклонений от гауссовости и нали-
чия нелинейности, одного лишь спектра мощности оказывается уже 
недостаточно. Подобную информацию дают спектры более высоко-
го порядка, называемые полиспектрами, определяемые для данного 
процесса по его семиинвариантам высоких порядков. К частным слу-
чаям таких спектров относятся спектр третьего порядка — биспектр 
и спектр четвертого порядка — триспектр, которые определяются как 
преобразования Фурье для последовательностей семиинвариантов 
третьего и четвертого порядков стационарного случайного процес-
са соответственно [1].
Применение биспектральной обработки в адаптивной фильтра-
ции в данной статье обусловлено прежде всего тем, что полиспек-
тры порядка, большего двух, тождественно обращаются в ноль 
для гауссового процесса [1]. Таким образом, появляется возмож-
ность уменьшить влияние аддитивных помех в виде некоррели-
рованного шума в каналах, не поддающихся компенсации в адап-
тивной системе и являющихся нестационарными гауссовыми 
процессами.
Влияние помех в каналах адаптивного  
компенсатора
Обобщенная структурная схема адаптивного компенсатора пред-
ставлена на рис. 1. В качестве входного сигнала выступает смесь сиг-
нала S и не коррелированной с ним помехи n0. Эталонным сигналом 
является помеха n 0 , не коррелированная с сигналом, но некото-
рым неизвестным образом коррелированная с помехой n0. В резуль-
тате фильтрации помехи n 0  формируется сигнал y, который при-
близительно представляет собой копию n0. Этот сигнал вычитается 
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из входного сигнала S + n0 для того, чтобы сформировать выходной 
сигнал систем S + n0 – y. Ключ К может быть замкнут в случае, если 
это система с обратной связью, и разомкнут, если обратная связь 
отсутствует.
Адаптивные системы могут быть без обратной связи и с обратной 
связью. Процесс адаптации без обратной связи состоит из измере-
ний характеристик входного сигнала или окружающей среды, вве-
дения этой информации в формулу или вычислительный алгоритм 
и использования результатов для регулирования адаптивной систе-
мы. При адаптации с обратной связью, кроме того, автоматически 
вносятся коррекции, с целью оптимизации параметров функцио-
нирования системы определяется их влияние на выходной сигнал. 
Этот процесс можно назвать адаптацией с функциональной обратной 
связью [5].
В данной статье рассматривается адаптивная система без обратной 
связи. В качестве примера такой системы в частотной области может 
выступать адаптивный компенсатор с синтезом оптимального коэф-
фициента передачи адаптивного фильтра по критерию наименьших 
средних квадратов (LMS) [6], который является самым распростра-
ненным критерием для адаптивных систем:
 K
S
S
xy
x
opt w
w
w
( ) = ( )( ) ,   (1)
где Sxy(ω) — взаимная спектральная плотность мощности вход-
ного и эталонного сигналов адаптивной системы; Sx(ω) — спек-
тральная плотность мощности эталонного сигнала адаптивной 
системы.
Как было сказано выше, для успешного применения адаптивной 
компенсации необходимо, чтобы помеха, подаваемая в опорный ка-
нал в качестве эталонного сигнала, была некоторым образом корре-
лирована с помехой, которая в смеси с полезным сигналом поступа-
ет на вход фильтра. Тем не менее в реальных системах зачастую имеет 
место быть аддитивный широкополосный гауссовский шум в кана-
лах адаптивного компенсатора. При этом условие коррелированно-
сти этих шумов в каналах не выполняется.
На рис. 1 показана схема воздействия аддитивных гауссовских шу-
мов на адаптивный компенсатор. Из-за того, что шумы n1 и n2 в кана-
лах являются некоррелированными, они значительно снижают эффек-
тивность фильтрации, так как шум n1 практически беспрепятственно 
проникает на выход адаптивной системы, а шум n2 при этом снижает 
эффективность алгоритма адаптации.
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Рис. 1. Адаптивный компенсатор под воздействием шумов в каналах
Fig. 1. Adaptive compensator which is aﬀected by the noise in the channels
Цель нашей работы состоит в разработке адаптивного компен-
сатора в бичастотной (биспектральной) области, который является 
устойчивым к некоррелированным гауссовым помехам за счет при-
менения биспектров.
Адаптивная компенсация в биспектральной области
Как было отмечено выше, одним из основных свойств биспектра 
является то, что он тождественно обращается в нуль для стационар-
ного гауссовского процесса с нулевым средним значением. Из этого 
следует, что адаптивная система, функционирующая в биспектраль-
ной области, способна решить рассматриваемую проблему с шумами 
в каналах. При этом следует учесть, что гауссова помеха обращается 
в ноль лишь при бесконечно большом количестве усреднений биспек-
тров и в реальной системе будет стоять задача подбора оптимально-
го числа усреднений [1].
Схема адаптивного компенсатора в биспектральной области анало-
гична схеме адаптивного компенсатора в частотной области с тем отли-
чием, что вместо процедуры оценки спектральной плотности входного 
и эталонного сигнала используется процедура оценки биспектраль-
ной плотности [3]. Соответственно, вместо процедуры обратного пре-
образования сигнала из частотной области во временную производит-
ся восстановление сигнала по биспектру [1].
В схеме на рис. 2 биспектры входного и эталонного сигналов на вхо-
де адаптивной системы можно представить в виде:
 S S Sy d( , ) ( , ) ( , ),w w w w w wx1 2 1 2 1 2= +   (2)
 S S H H Hx d( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ),
*w w w w w w w w1 2 1 2 1 2 1 2= +   (3)
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где Sx w w( , )1 2  и Sd ( , )w w1 2 — биспектры полезного сигнала и поме-
хи соответственно; H(ω) — коэффициент передачи канала, искажа-
ющего помеху.
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Рис. 2. Адаптивный компенсатор в биспектральной области
Fig. 2. Adaptive compensator using bispectrum
В данной работе был применен прямой метод оценки биспектраль-
ной плотности, поскольку он отличается от косвенного более высо-
ким быстродействием за счет применения БПФ [3].
Зная, что биспектр — это двумерное преобразование Фурье 
ТАКФ или моментной функции третьего порядка, для воспроизве-
дения биспектра помехи на выходе фильтра выберем критерий ми-
нимизации абсолютной ошибки третьей степени. Для определе-
ния данного критерия необходимо получить смешанные моментные 
функции входного и эталонного сигналов (4)–(5), вывод которых опи- 
сан в [4].
 M w M dxy x21 1 2 3 1 2( , ) ( ) ( , ) .t t t t t t t= -
-Ґ
Ґ
т   (4)
 M w u w M u u dudxy x12 1 2 3 1 2( , ) ( ) ( ) ( , ) ,t t u t u t u= + - +
-Ґ
Ґ
-Ґ
Ґ
тт   (5)
где w(...)импульсная характеристика, M x3 ( , )! ! – моментная функ-
ция эталонного сигнала.
Далее проводится двойное преобразование Фурье данных функ-
ций (6) и (7) [4].
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S M e d d wxxy
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-Ґ
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-Ґ
Ґ
-
т
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Ґ
т
S
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x
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x
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( ) ( , ) ( ).
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1 2 2
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(6)
S M e d d w uyyx
xy i( , ) ( , ) (( )w w t t t tw t w t1 2 12 1 2 1 24 41 1 2 2= =
- +
-Ґ
Ґ
-Ґ
Ґ
тт ) ( )
( , ) ( )
w
M u u e d dx i
u
t u t t tw t w t
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Ґ
-Ґ
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Ґ
-Ґ
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-Ґ
Ґ
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Ґ
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Ґ
- - -тт w w w u w w u
w w u u ww u w w w t
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= =
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Ґ
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Ґ
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u u w ww w w u
ґ
ґ =+ -
-Ґ
Ґ
-Ґ
Ґ
-Ґ
Ґ
ттт w u e w e dud Si u u i x ) ( ) ( ( )).k i k iw w w1 1 2- +
 (7)
Из выражений (6) и (7) можно получить оптимальную передаточ-
ную функцию адаптивного фильтра в биспектральной области [4]:
K k i k i k i
S Sxxy yyx
opt( , ) ( ) ( ) ( ( ))
( , ) ( ,
w w w w w w
w w w w
1 2 1 2 1 2
1 2 1 2= - + =
)
( , ) ( , )
.
S Sx xw w w w1 2 1 2
 (8)
Таким образом, используя критерий минимизации модуля ошиб-
ки третьей степени (8), можно воспроизвести биспектр помехи 
на выходе фильтра, из чего следует ее компенсация в адаптивной 
системе.
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Компьютерное моделирование
Для создания модели был использован пакет Simulink, который яв-
ляется подсистемой (расширением) MATLAB, предназначенной для 
блочного моделирования. Разработанная схема представляет собой 
систему адаптивной компенсации помех с источниками шума, про-
стой системой передачи и приема информации на основе амплитуд-
ной манипуляции, параметры которых можно изменять в широких 
пределах. Также модель включает средства наблюдения за выходны-
ми параметрами, которые позволяют оценивать правильность рабо-
ты системы и ее эффективность.
Как уже говорилось выше, для эффективной компенсации гауссо-
вой помехи необходимо производить наибольшее возможное количе-
ство усреднений биспектра. В полученной модели биспектр усредня-
ется последовательно с компенсацией таким образом, что вычитание 
биспектра помехи из биспектра входного сигнала производится уже 
после усреднения.
Для сравнения результатов моделирования с аналогичной систе-
мой без биспектральной обработки была разработана модель адап-
тивного компенсатора в частотной области, которая функциониру-
ет по критерию (1).
Также было проведено моделирование работы обоих типов филь-
тров без влияния некоррелированных гауссовых шумов в каналах ком-
пенсатора, которое показало эффективность этих систем. Эталонный 
сигнал при этом представлял собой шум с распределением Рэлея, 
некоторым образом коррелированный с шумом во входном сигнале. 
Данное условие сохранилось и в последующем эксперименте с добав-
лением гауссова шума в каналы адаптивного компенсатора.
Для анализа получившегося адаптивного компенсатора было реше-
но подавать на вход последовательность из 900 символов и сравнивать 
с последовательностью, полученной на выходе. Путем сравнения этих 
последовательностей производится вычисление вероятности ошибки.
Точность определения вероятности ошибки определяется по фор-
муле:
 D =p
N
1
,   (9)
где N — общее число бит, по которому производится оценка. Из (9) 
следует, что при 900 реализациях будет достигаться точность 1/30.
Опроеделение ОСШ опысывается выражением:
 SNR
A
A
s
n
= 20 10log ,  (10)
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где As — среднеквадратическое значение амплитуды сигнала, An — сред-
неквадратическое значение амплитуды шума.
В таблице 1 представлены результаты моделирования. Оценива-
ется вероятность ошибки при различных соотношениях сигнал/шум 
на входе системы.
Таблица 1
Зависимость вероятности ошибки от ОСШ для компенсатора 
с применением биспектров
Table 1
Dependence of the error rate on the SNR for the compensator using bispectra
ОСШ 
в каналах, 
дБ
–19 –18,1 –16,6 –15,1 –13,9 –12 –10,7 –9,1 –7
PОШ 0,467 0,267 0,233 0,2 0,133 0,067 0,033 0,033 0
На рис. 3 построена зависимость вероятности ошибки от ОСШ в ка-
налах для адаптивного компенсатора с биспектральной обработкой.
Рис. 3. Зависимость вероятности ошибки от ОСШ в каналах для 
адаптивного компенсатора с использованием биспектров
Fig. 3. Dependence of the error rate on the SNR for the compensator using 
bispectra
Проведем моделирование для аналогичной системы без приме-
нения биспектральной обработки, описанной в предыдущем пункте. 
В таблице 2 приведены результаты такого моделирования.
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Таблица 2
Зависимость вероятности ошибки от ОСШ для компенсатора без 
применения биспектров
Table 2
Dependence of the error rate on the SNR  
for the compensator without using bispectra
ОСШ 
в каналах, 
дБ
–3,9 –2,6 –1,3 0,2 1,9 3,4 5,2 7 8,2
PОШ 0,333 0,233 0,167 0,133 0,1 0,067 0,033 0,033 0
На рис. 4 построена зависимость вероятности ошибки от ОСШ 
в каналах компенсатора без применения биспектральной обработки.
Рис. 4. Зависимость вероятности ошибки от ОСШ  
в каналах для адаптивного компенсатора в частотной области  
без использования биспектров
Fig. 4. Dependence of the error rate on the SNR  
for the compensator without using bispectra
Из полученных результатов можно сделать вывод, что оба компен-
сатора справляются с задачей выделения сигнала на фоне помехи при 
условии, что помехи во входном и эталонном каналах коррелирова-
ны между собой. Однако при появлении некоррелированных адди-
тивных гауссовских помех в каналах использование биспектров дает 
значительное преимущество.
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Выводы
В данной статье была рассмотрена адаптивная фильтрация сигналов 
в частотной области и биспетральная обработка. Разработана модель 
адаптивного компенсатора с использованием биспектральной обра-
ботки в среде Simulink. Также был смоделирован адаптивный компен-
сатор в частотной области без использования биспектров. Было про-
ведено моделирование с целью выявления зависимостей вероятности 
появления ошибочного бита на выходе системы от величины шумово-
го воздействия в каналах компенсатора. Также проведен сравнитель-
ный анализ адаптивного компенсатора в биспектральной и спектраль-
ной областях при некоррелированном шумовом воздействии в каналах. 
Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие выводы:
1. Адаптивный компенсатор с использованием биспектральной 
обработки эффективен при выделении прямоугольного импульса 
на фоне шума с распределением Рэлея. Адаптивный компенсатор 
в частотной области также справляется с этой задачей. Тем не менее 
при использовании других типов сигналов важно учитывать, что для 
компенсатора с биспектральной обработкой ТАКФ сигнала должна 
быть отличной от нуля.
2. При наличии в каналах компенсатора некоррелированного гаус-
совского шума система с использованием биспектральной обработки 
показывает лучшие результаты по сравнению с обычным компенса-
тором в спектральной области. Выигрыш составил порядка 14 дБ. Та-
кой результат обеспечивается за счет свойства минимизации гауссов-
ских процессов при биспектральной обработке.
3. При использовании биспектральной обработки необходимо учи-
тывать, что, в отличие от спектральной обработки, одним из досто-
инств которой является низкая потребность в вычислительных ресур-
сах [6], использование биспектров требует большого числа усреднений, 
причем степень минимизации гауссовского шума, как и эффективно-
сти компенсации, напрямую зависит от их количества. Поэтому при 
проектировании таких систем придется находить оптимальный ба-
ланс между степенью подавления помех, то есть вероятностью ошиб-
ки приема бита, и скоростью обработки информационной последо-
вательности.
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